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1. Problemstellung 

Zur experimentellen Untersuchung von ReflexionsverhäJ~tnissen in 

•Räumen w:ur9-en von lt_• vo11:_ MEIER und. D„ SCHWARZE [1] am Institut · 
für Technische Akustik der Technischen Universität Berlin Richt

strahler mit möglichst hoher Peilschärfe ent·wickelt;" 

Unter anderem ent.sta.nd ein linienhafter Gruppenstrahler · mit Ele

menten gleicher Intensität in gle:Lchen Abständen in Form eines 

Rohr·es 1 das _an _einem .Ende . von einem ·Druckk~ersystem er1:egt, am 

anderen Ende mit einem Keil reflexions~_rei abgeschlossen viurde, 
. . . . 

rmd mit schmalen Längsschlitzen in_ gleichen Abständen ver·sehen 

war. Die Richtcha:rakteris~ik dieses StraJllers verläuft nach einer 
Rllllktion, deren erstes Nebenmaximum _,_ b.ei hinreichend großer Zahl 
von Elementen ·-- um · 13?5 dB unter dem Hauptmaximum liegt. 

•' . 
' ' ,' 

Ausgehend von der Annahme, daß die Pegeldifferenz zvlischen dem 
Hauptmaximum .und den N$b.enma."'CimaJ;>ei gleichbleibender HJibwert's,.;, 

breite der Hauptkeule am größten sein mii.ßte't w?rin alle Nebenmaxi

ma den gleichen :Betrag habe_n~ . wurde in Form eines Rohres mit 28 . 
nicht äquidistanten Schl:itzen ein weiterer Richtstrahler herge

-stellt, der .in erst$r:. N?]l~r~g _ die gewüns.chte ~igen~cha;ft zeigte. 
Die . erforderliche 'Verteilung de; Schiitze auf . dem Rohr ist expe

rimentell ermi~telt uorden. 

In der vorliegenden Arbeit vvird · dagegen versuc~t, die. relativen 

ib·stände der Elemente· des Strahlers "rechnerisch so zu'bestimmen, 

daß bei gegebener Halbwertsbreite der . Hauptkeule. alle Nebenmaxima 
. -~ . 

gleich hoch sind. 

2„ Eindimensionale linienhafte Strahler mit äquidistanten . Ele
menten 

· SCHELKUNOFF [ 2] zeigt (Fig. 1), daß der Richtfaktor einer ·,Gruppe , 

von N ungerichteten Einzelstrahlern 3 die in gleichen Abständen d 

auf . einer .Geraden angeordnet sind,_ und d~e Intensitäten a
0

, a1 , . 
a2 , · ••• aN _ . 1 haben 2 durch. den Absolutwert des Polynoms . 

a. ·• z2 . . . a o z~[-··J - lt1~ a ~ zn R = a + a_1· • z + 2 + ••••. . ~ ,\T_' 1 ·. - ...L....-J n . 9 . . u Il=O 
·(1) 

.· .. •:,; . . : . 



mit 

' 

z = ej'i' , 

gegeben ist. 

- 2 -

ll, · · 2n k d '.a ·· 
1 =: r,- • d . 0 c_ o s v·-cp = • • c o s . v • - cp 

Da die Erregung ·der 'Einzelst.rahler durch eine entlang·der Strah

ler~chse iortschr~itende Welle erfolgen s611, beträgi d~e Phas~n

versc,hiebung cp zwischen zw~i El~ineriteh im Abstand d 

. 2n 
cp = T •d =.k 0 d. 

Damit laute't der Versor 

1t' = k;•d•(cos ~1) J (2) . ' 

er ist eine F'unktion d.es Wiriltel's ;; zwischen Fernstrahl und 

Strahlerachse ." Da rr reell ist, iäuft z . = ej 'f auf ' dem Ein

_he:f. tskreis um, für {} ~ ö .dfr, d.h. für eine halbe Urildrehung 

d~s Strahlers, · üb ·e;strei.cht 'f den Bereich· · 0 ••• _, ~. k. a·. 
SÖ~L.KUNOFF · ~2 J kommt zu. . der fundamentalen ~ussag~, . daß_ jede. 

· lineare . Strahleranordnung mit kommensurabl:n . Abständen ) 1, .. 
zwischen deri Elementen als Polynom gemäß · (1) dargestellt:, · und 

umg~ke~rt jedes ·P61jioi:n (i) als .eine line~f~ St;ahle~anord-

. nurig auf°gefaßt werden kann. Wenn· die :Abst .~ride nicht korq.rrien-
. . ' 

surabel sirid, wird die Strahle~anordnun& ~~rch ·eine .alge

braische Funktion mit inkommensurablen ~xponenten r.i.eßc_hrieberi. 

Für gleiche, normierte Intensitäten der . Einz.elstrahler 

8 0 = .a 1 = 8 2 = • • • ~ - 1 = ·(. (3) 
.1 · 

ist das Polynom (1) eine geometrische Reihe mit dem Quotienten 

z: 
R = 1 + z + z2 

· ·+ ••••• _+ zN:...1 
N-1 

= ~- - n 
-~ z. 
n=o 

( 4) 

___ ,.. ____________________ ...; ____________________ ~-----~---------
.• ) 1 kommensurable Abstände lassen sich ganzzahlig durch einen 

Bezugsacstand teilen 



N 1 . N- lll 
w;,• - - S1n -- I . 
c. 2 . 2 

Z . o--...,.'l:'- • 
sin 2 

(5) 

.. 

streicht mari .ib · (5) . nin rtoch.
0

'den Phaseniaktor . ·z(~ . .... 1 )/2., und 

dividiert durch die Anzahl der Strahler N ~ · damit das Haupt.:. :·; :·_ 

· maxünum den normierten Wert t l:j_at, so lautet schließlich die 

Richtcharakteristik 

. ( 6) 

Für N = 48 Elemente zeigt Fig. 4 den Verlauf von R
0 

über 'f • 

Die : N - 1 Nullstell"en von· 

0 

R -: ·( 'f) · ergeben sich aus 
0 

d .h •. 'i'O\J = · ~ • ~-
.. .. ~ . ' 

(7) 

Zwischen zwei aufeinanderfolge~den Nullstellen befindet sich Je
weils ein Extremwert. Das Hauptmaximum 

R . -R ('f 0) - =1 · c:Max - o (8) 

wiederholt sich mit der Periode 2. k_. d. Die N -:-.. 1 Null
stellen . des Polyn.oms ( 4) lieg·en auf dem Umfang d·es Einheits

kreises. Die. Differenz 

· ist.' der Winkel, um 1 den z ~Ört zwischen zwei aufe:i.nande:rfo-1-

genden Nullstellen von (4) bzw. (6) fortschreit.et. 

Wenn d_ie Richtcharakteristik des Strahlers für eine volle Pe

. riod'e ( -TT ••••• +TT) des AufpU:nktwinkels; : v· nur ein Haupt

maximum aufweisen soll, muß der Elementenabstand 

>.. 
-d~ 4 · 
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seinr für d = )i./~ -überstreicht z gerade ·die untere Hälfte 
des Einheitskreises • 

. ' ' 

Für eine größer·e ·Anzahl N von Einzelstrahlern kann zur Be
rechnu.ng de·r · Halbwertsbrei te 'fH , die da.nn klein gegen rr/2 · 
ist ·, in ·(6) sin 'f/2 durch 'f/2 -·· ersetzt werden. Die 
transzendente Gleichung 

liefert 

'lfH r 
sin N 2 = ✓ 2 

·. _,'f __ H: 
;,, 

1111' · -: ~;i•.~ •. ··2 

. '!'H = 2
1 78 . N • 

(9) 

Für die Lage der Extremwerte -des · Richtfaktors folgt aus der . 
Forderung 

oR · öYO::: 
N _ N'f . V 1 ! . Ny _2_._c_o_s_._ 2_._s_i_n_2_-_2_. ___ c_o_s_2 ___ ._si_n __ -_2_=

0 

die transzendente Gleichung 

N . 2 'f 
•S1n . 2 

. ' 'f ' N-t~n 2 = tan N2 ~ 
·, , 

bei nicht zu geringer Elementenzahl -N wird sie annähernd 
· erfüllt durch · 

'!'" =; .(2" +1) mit " = 1,2, ..... N-2 · und 

w = o. ·o 

Wen·n man . -- wie oben -- in (6) s'in ·1/2 durch 'lf/2 er
setzt, ist das Verhältnis des . Hauptmaximums zum erst'en Neben
maximum (bei ~ 1 = 3rr/N) 

Ro (!=0) 1 - - . .. _.;__~3,,,_...:. __ - N . 3TT . . 3 
R (w -' TT/N) . - . . . • • SJ.n -2N -~ -N • --1! o • - · · 2N · )!:!: 

\ 

.3TT 
2= -· 4 71 

, ' 

d.h. bei hinreichend hoher .Anzahl N von Elementen liegt die erste 
. ' . 
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Nebe:n:keule um 

20.lg 4,71 ~ 13,5 dB 

tiefe~. _als das Hauptlllaximum. 

Da die~e ~_ebenkeule~dämpfung oft nicht· ausreicht, wurd,en ins
besondere zwei Verfahren entwickelt, mit deren Hilfeman in 
dei:n·Polynom 

G Z 
N--i ( 1 ) 

die Ko~ffizienten·a
0

, a~~ .~. aN _ 1 , d.h. die Amplituden der 
Elemente so bestimmt, daß ein Richtdiagramm. mit niedrigeren 
Nebe_nmaxima una :· geringerer Halbwertsbreite entsteht. 

2.1. Polyno~produkte 

Da das Produkt zweier Polynome wiederum ein Polynom ist, fol

gert SCHELKUNOFF [ 2] _, daß stets . eine· lineare Strahle.rzeile 
existiert, deren Richtcharakteristik gleich dem Produkt der 
Richtcharakteristiken zweier -beliebiger linearer -Strahler- · 
zeilen ist. 

Geht man von der· äquidistanten Zeile mit homogener Ampli
tudenverteilung aus, deren Richtcharakteristik durch das 
Polynom 

. ' . ( 4) 

gegeben ist, und quadriert (4), so entsteht das Polynom 

( i O) 

dessen Koeffizienten a
0

, a 1 , ••• a 2N_2 : - wie in (1) ~ die 
Intensitäten der 2N · - 1 Elemente der durch:Multiplikation 
entstandenen Strahlerzeile sind~ . Die Multiplikatiori der von 
(4) abgeleiteten Form (6) der Riqhtcharakteristik mit sich · 
selbst liefert 



. 2 . 'f 
R o ( 'f ) = ( _s J. n N 2 2 

N sin'f · ) • 
2 

6 -

( 11 ) · 

Das Hauptmaximum · (bei . 'f = 0) behält seinen ursprunglichen· Wert 

RoMax = R~Max = 1 bei, während die Nebenmaxima, die kleiner 
als -' 1. warel)·,· infolge dfrr. Mul;tipl.ika_tion mit~ sich selbst ab- , 

sinken~ Beispielsweise ·. f_ällt. rl~3._s ; _um etwa 13, 5 dB ti~_;fer als _ 
- ' •. . ' . .· ' 

das Hauptmaximum gelegene erste Nebenmaximum auf 27 dB ab. 

Durch Potenzieren· d.es Rich~fak_tors · -~ ,= 1 + z , eines Strahlers 

mit zwei gleich starken Elementen kommt man · zu einer Inten-
. . • . 1 

si tätsveI'.teilung -. für • die Elemente der abgclei t eten Strahler- · 

teile gemäß den Koeffizienten der binomischen. Reihe: · 

N-1 

, R(N-1)~(1+z)N-1= 1+(N11) (N-2) 2 . N-1 --~ (N-1) 
• z+ \. 2 z + •••• z = ~ \. n . 

n • z • 

• . n-o 

( 12) 

Aus dem Richtdiagramm de·r Grundanordnung (mit zwei Elementen). 

, .. : : R0 ( l) - · 
' sin2'!' ·· , 

. . 2 . 
'l' -;-

2 •sin2 

'II 
cos 2 

erhält man für die a~geleitete Strahlerzei~e ~it N Elementeri 

R = ( 0 ; 6 ,;2 )N .- 1 · 
• . (1.3) 

Diese Funktion hat'n~; , ein Hauptmaximum und keine ·Nebenmaxi~a, 

jedoch eine w~sentlich g;ö~~r~ ·Halb~crtsbreite als -~ a s Richt

diagramm _ (?.) :für eine Strahlerzeile mit N Elementen gleic~e_r 

Int_ensi tät. 

2.2. TSCHEBYSCHEFF'scher Verlauf der Richtcharakteristik 

C, L. · .. DÖLPH [3] fand,.oaß _dßs l'+Qdukt .aus „Halbwertsbreite der 

Ha~ptkeule und Neb~~keulcndämpfung konstan~ tst, und folg~rte 

daraus, daß d . e r ... Str~hler, dessen . Richtdiagramm nur Neben-

maxima gleicher Höhe aufweist, die größte Peilschärfe bei vor-, . . 

. gesch~iebener Nebenke~lendämpfung haben musse. 

Er .vergleicht · das 'Pol'yriom·>, ·· . 
_- ' I ; , • , . 
'· '!. ,, ~: . • :. - · •• ; . ! 

· : , .. '. -'. : '. · r ·,· . .. . :, ..• ' 2 . .. . . l.T -1 RN. ,
1 

= a + a
1
· ··,z--· + · a · · .. ·•·· z · ·, + .... · :'. +· .-. 8 . •. · . · ,,,.,1-f. - o . 2 ' • • ' • N;_ ;1 . • ·,.. · · · (1 ) 

( 



, - 7 

mit der. TSCHEBYSCHEFF I sehen Funktion erster Art , TN , _ 1 , die_ 

ebenfa~ls ein rationales io1i~om vom (N - 1)-ten Grad ist, 

. und den gewunschten Verlauf hat ·[47 a Dies lief€rt ein Gleichungs-
. J 

system ··für die unbekannten Koeffizient.en ·in . (1 )., d.h. ftir die · 

Intensi'täten der · Elemente des Strahlers • . 

DOLPH [ 3] beweist, daß Str~·hler mit TSCHEBYSCHEFF' sch~r Rich:t- . 

charakteristik bei vorgegebener _Nebenkeulendämpfung eine 
. . :, . 

Hauptkeule ' minimaler Breite, und umgekeh'.rt bei vorgegebener 

Breite der Hauptkeul~ Nebenmaxima mit minimaler Höhe aufwei~en. 

Der Nachteil der· , DOLPH'schen wie auch jeder anderen Arnplitu

'denverteilung, · die Elemente unterschiedlicher Intensität be_; 

. nöti'gt, ist der vermehrte :Aufwand für die ungleichförmige Ver- . 

teilung der . insgesamt zugE;?führt~n Ener~ie ,auf die Ein~_el- ·. 
' , 

· stra'hler •. Daher lag . es nahe, :hach ~in~r Strahleranor'dnung zu 

suchen, die mit Elementen gleicher Intensität aber unterschied-. . ' ·, ·, ~· . •' 

liehen gegenseitigen ·Abständenein Richtdiagx:aI!!ID mit 

TSCHEBYSCHEFF'schem Verhalten liefert. 
' ' , 

3. Nähe~ungsverfahren zur Berechnung der Abstände von Einzel

str.ahlern gleicher Intensi~ät _bei .vorgegeben~.m Verlauf der 

~ichtchara~teri~tik der Strahierzeile 

Bei · .der von: DO.L:EB: [3] gelösten Aufgab·e besitzt die lineare 

Strahlerzeile, deren N Elemente gleichen g~genseitigen Abstand 

d und . frei wählbare Intensitäten haben, N ~reiheitsgrade '. in 
, , . 

Form der .N Konsta:pten a
0

, a1_, •••• aN-t ihrer Richt- ' · · 

charakteristik 

N-1 z ( 1 )· . : : 

Sind dagegen die Inteniitäten aller N Elemente ' gleich (hier 

spezie'11 gleich 1 ). und die gegenseitigen. Abstände· !rei wähl

bar, · so enthält die Rich:tcharakteristik dieser Anordnung 

(Fig. 2) 

R=1 +ej •·" ·1• (cosv-1 )+ej • " 2 • C:i os .i-1.) +.. o,. +ej • "N-1 • ( öoäv-1) 

( 13) 

mit den bezogenen .Abständen 

' .. ·•· - · ... .. ., .. 
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2n 
\)n = T •~n = k ·0 .l . . 11 

ebenfalls N Freiheitsgrade;- Eiß sind .dies ,die N Exponenten 
. ·· , . . 

\1
0

, \)1 , .••• vN_1 der i.a. nicht_ rEJ.tionalen Funktion ("13). 

'Ü,ber die N 'Koeffizienten a· des Polynoms ( 1) · kann vollkommen n , . . 
frei verfügt werden; · sie können :jeden endlichen Wert ann:ehmen, · 
und inscesondere zum ' Teil od_er. _ ausnahmslos gleich se~n, wie 

z.B. ·in ( 4·) 1 es gi_lt als·o die. Ungleichung 

0 < a < a + ;, <o:i n - n 1 ° 

Da beim räumlichen zusammenfallen zweier Elemente ·'der . Interi~ .. \ " . 

si tät 1 . - .·, im Widerspruch zur Voraussetzung der . nun vor- · 

liegenden A.~fg~be -· ein ·Element doppelter Intensität _ ent~tehen 

würde, • müs•s·~n die 1 N Exponente-n v ·. d:er Funktion· ( 13) n·~ch Ord--- ··•. . . . ·... . n . . . . 
nen eini ~tetig monoton st~{gende.Folge mit 

0 ~ v <v ' + 1 < ~ .- · n n 

bilden, diese Einschränkung verbietet, daß zwei oder mqhrere 

Exponenten gleich sind •. 
\ 

Von ·. R. F. HARRINGTON [ 5 7 ist ein Näherungsverfahren angegeben · 
. . . . - J : . ., ' . 

worden, mit dessq1 Hilfe Abstandsverteilungen ermittelt werden· 

können, _deren Richtcharakteri~tiken niedriger~ erste Neben

maxima als bei äquidist·anter Elementenanordnung aufweisen. Die

se Methode soll hier · so erweitert werden, daß sie .s_ich zur . Be

stiIIlIIlung der A'cst ände ·einer_ Anor~nung eignet, _ derE?,n Richt

charakteristik annäher.nd TSCHEBYSCHEFF.' sehen. Verlauf zeigt. 

Fii. 3 zeigt die Geometri~ ·aes Strahlers. Seine N Elemente 

der Inte·nsi tät 1 haben i. a. ungleiche gegenseitige Abstände, 
J ' . ' . ' ' • 

liegen aber paarweise &;',ymm,et_!isch zur Mi tt ·c -_ d'dr Anordnung .• 

Strahler mit gerader und un·gerader Anzahl· N von Elementen 

können . gemein:sani behande 1 t ·werden, wenn bei gerader Anzal:.l 

über alle ungeraden· n < ·N 

N-1 N-1 ~"'-<'- ,--, 
J . = . > . . 
~ -, --, . . 

n· n=1,3,5,~.~ 

' 
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und bei ungerader .Anzahl üb e r alle - geraden n < N .. 

. su~miicrt wird. 

N-.1 
,......:...... , ❖-

>- ' = .___.., 
n 

N-1 
....:.....,,. 
. ' ' '-t 
n=0,2,4 •••• 

Der Abstand in des n-ten Elements von der strahlGrmitte 

kann als 

(14) 

geschrieben werden, wobei d der gegenseitige Abstarid be~ 

äquidistanter ,Anordming dGr El'emente ist, und e·n die Vur- · 

schiebung aus dieser Lage. 

Wenn dte - Err2gung p.urch . e:j_n'e fortschrci tende Welle erfolgt, 
lautet die normierte Richtcharakte-~istik. der zur Mitte 

symmetrischen Zeile [5] 
N-1 

1 .),--\ 
R = N -;1 

n 

'mit _der Abkürzurtg . 

cos 

lf = .pr. -• d • ( C O·S v· ...: .,1 ) 1 ) 

(wie früher) ·ist ' . ·· .. - ' 

. 1 
R- - • . - -- N , cos 

( 1 5) enthält als Sonderfall für €n. = 0 dio, .Richtcharak-. 

teristik des Strahlers mit N äquidistanten Elementen 
. .. 

', 'f 
sin N2 

. _./ 'i' 
_sin 2 

• 
' 

wie zu erwarJen , .. ist'i Cl 6:) mit ( 5) identisch • .. ,. . .. . .. . 
·• . .. ..... l'l, t-

( 15) 

( 16) 



- 10 -

Mit Hilfe·· aes Additioristhe6~ems 

cos ( ex. + 1 ) = cos o-, • cos- 8 - sin a. • sin R 

geht (15) über in 
N-1 

1 ~ r 't' · 'i'] 
R = - N • ~ ~ sin e:n '!' • sin n2 - cos e:n '!' • cos n2 ; 

n-

auf der rechten Seite wird mit dem Riqhtdiagramm der 
äquidistanten Zeile erweit ert: 

N--1 
1 ,---..\ 

R=R --·L 0 N I n 
N-1 
.;----\ 

ljl 

cos n ~ _+ 

- ~ ·2 .. ~ [ sin E:n ':l' • sin nf -oosen '!' •cos nf]; 
,-

dann ist nach Zusammenfassen 

· N-1 · 
R R 1 > :[. . '!' = 0 - N • s1.n en '!' • s1.n n2 n 

(1-cos en '!') • cos nf] • 

( 17) 

Nun soll angenommen werden1 daß e:n • '!' klein gegen n/2 ist, 
wie weit diese Voraussetzung erfüllt ist, kann jeweils an Hand 
der errechneten Werte e:n nachg eprüft werden. Für das ~leine 

Argument en • '!' ist in erster Näherung 

sin en .,y ~ en .'!' 7 cos en •'!' ~ 1, 

damit geht ( 1 'n über in 

N-1 
R ;;:: R - l. • ;, e: • s in o N -, n "' n2 , 

n . 

und kann geschrieben werden als 

N-1 
~ . . "' N ~ - e: n ~ s1.n n--2 = · - · . 

n '!' 
(R

0
: ~ R)~ (18) 
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Die Integration der Gleichung (18) nach d'f über deI? .Bereich 

'!' = 0 ••••• n liefert mit Hilfe der Orthogbnali tät sb eziehung 
,r' 

die :VerschiebungGn en : 

R) • sin n ~ • (19) 

Diese auf kleine , e . • w beschränkte Näherung ist identisch mit ... ... n . 
der Beziehung· für 'die Koeffizienten der ' :B'OURIER1 schen Reihe, 

und stellt eine Entwicklung der Funktion 

·: .;:. •. 

R~ ( '±') R( y) 

r 

mit kleinstem quadratischen Fehler dar. Die _en werden um so 

kleiner sein, je weniger •die nicht-äquidistante Anordnung mit 
, ,, . . ' . 

R('Y) von de::r äquidtsta~ten mi~ R
0

('±'L ~bv/eicht. :._ 

. 3.1. · Näherungsweise Berechnung der Atstandsv~rtei~un? bei Vorga

be eines teilweise sinusf örmigen Kur~:'enverlaufs ::für R('±') 

.. 
Eine Richtcharakteristik R( '±') m:i. t Ncben·maxima g_le.icher Höhe er-

hält man am einfachsten, indem man fordert, daß' R( '!') bis zum 

. ersten Nulldurchgang 1 01 . = 2n/N der _Richtcharakteristik R
0

('±,') . 

riach ( 16) bzw. (5) _der äquidistanten Anordnurig folgt, und sich 

. dann als Sinuskurve mit g~eJc·her Kreisfrequenz ( 1 /2). N fo:i;t

setzt J die Nullstelle~ d~r Funkti;n R('!') 

2n 'i' 01 = N • \) mit \) = 1, 2 , • • • • N-1 

sind dann identisch mit denen von R
0
(i). 

Das Integral (19) zerfäilt in zwei Ber~i9he •. ~~ 'i' ~-- o •• ,2n/N 
1 ist 

:g('i')c:R
0
(t) bzw. 

' . ' 

R
0

('!')-R('!') . 
------iai ,"f . = o, 

und für '±' = 2n/N ••• TT ist 

. Nl 1 SJ.n -·i 
Ro ( '!' ) = N • ' 'i' , 

sin-f. 



.: :~·:; .!: '~· 'I .:~ l•::. :':: .•; · 

·;. ::<.J i:~--~ .( 'i')·:·: ;~ :/ar. sin N 'f • ·· ., 
· · .. ·. N . . . 2 , 

- 12 
~ :· 

. (20) .. 
das Integral 

2N STT 
e:n = rr • w o1 

( 1 9 r laut'~t ·d a~.it . , .. 

1 .\ ' '_•[• ~inN·f - a • sin N.! ] • Bi~ ,;1. • d w c ) 
N w ,. . 'i' 2 2 · . · · · sin- · 

2 TT : 

= n·J 1!'01 

2 
. 1jl 

. .. . . N-- ,v + 
1 . sin 2 . n 'n-- • d 'i' _ • · . • . Sl . 2 
'V • '!' . . · . Sll;i2' , 

·2 · . . TT . . · : . ·· 1 i' . : '' · · . . · . I .. , .. , .. · .. '. N'i' . . 'i' d . - • . . a•-·•·sin 2 • s1n ·n2 •. 'i' = 
TT '±'01 '!' 

( 21 ) 
.. 

J1'. -:-: ./2 .. 1 ' 

)' 

Für das Integral J 1 existiert i. a. keine ' Stammfunktion; es muD 
. .. . 

nach einem der Näherungsverfahren zur Ber:echnungbestimmter 
Integrale ~usgewertet werden • . 

. 1 • .. 

Der Anteil J 2 von · (21) . ~ird . ~:i'.-f 

. sin a•sin B = (1/2)•cos (a-B) - (1/2)•cos (d+B) 

umgeformt;· ·und · lautet dann . 

J = 2a ru . . 1-~ cos(N~nt.J • d'i' - 2a ~ frr 1 ·00s(N~~)f • d'l'. 
. 2 . 'IT . ! ,., 1. ·· , ,2 · 'f · .. · TT ", 1 2 'Jf • · 

Mit· 

· TT 

SMO; 

ist 

. 'TO . . . ' ' . . : : : . V '0 . . I 

cosg_'!' 
'i' 

.. . 

" d '!'= fOTT 

ct'±'o1 

; "'. 

.L .- !' ~ . : . ' 

c~ ·s (a·• fj • d._(_~-. ·;)=·[~i.( 0·:'~·~::).]0·:•:rr ·_ und_ 'f~,
1
-::rr 

·Q. '±' ... . 1 ..: • '. ' , • 'i' ' . ·. · ... ·: ' . ' 
· · . . ·. · · . r:. o1 · • 

. 8 [ • rr-n . ) . (Jif.::.r( "\ ' . (N+n · · ) '. ~ (N+n '\ ·] ...... 
J2= ~- Ci \..-r olT -Ci\..N • n ... r Ci\..-r • TT_ .+ Ci\..N • TT) .: .• 

.. , . (22) ., . .. "' . •- • . 

Der Integralcosinus Ci(x) . ist zusammeD; · m.it dem Integralsinus · 

Si (x )'. beispielsweise in [ 6] und [7 J ver_t.afJJ.'t. 
• ·1•· 

;•<l , 
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,; ; 

. J 
1 

2 ·srr 
= .n . "'='!' 

· o1 

· - 13 

1 - . 
'!' (23) 

läßt sieb . nur ftr , n = -1 geschiosse~ a~swertenJ dann ist 

'' . 
. J· (n=:1) 

1 . 
( 1 ) 2 . 
\.Nf = n · [ Si (N~). - $i ( 11)] • 

( 23. 1 ) 
:}• _2. Verminderung von Nebenmaxima mit Hilfe der Stoßfunktiori · 

·na.'s ·von HARRINGTON . [ s] _angegebene Näherungsverfahren zur Vermin

derung d'er er.sten, Nebenmaxima der Richtcharakteristik einer ur

sprünglich ~quidi '.st~nten Strahlerzeile umgeht die aufwendige Aus

wertung _des Int.egra;Ls (23) durch Verwendung der Stoßfunktion. 

~Venn das, 'gewµn~~hte I Richtdi.qgrß~ I((t). mit dem Richt-~~~gramm 
' " ' ' ~ : : ,·:. . . 

R
0 

( ,y) für die · äqukiis~an~e ~eile . ubereinstimmt , . ist · . 

. · R0 -~ '1' -~-. ~ R ~ '!' ) = 0 . ; , 

dies ·möge· im ganzen Bereich '!' = 0 • ; • :n geli;en, ?ußer an den K 

Stellen '!'k' an denen Nebenmaxi1I1~ . liegen, · die ·redu.zi~rt ,werden 

sollen. Dort sei R
0 

( '!') - R( '!') gle_ich der Stoßfunktion · 

' ak. "1 cHk) . = (8k .. . 1 ~ ,für cc'!'='i'k )' • 
· ( -0 ) · '±'l'i'k ) · 

und damit· 

.TT
2N. JTT , · _1 [ ~ 

2-,;_, ·ak • cr1 ('!'.~'±'k) .] · . si:n~ . '±' • ' d IJ:' = 
· , '!'=0 '!' k=1 c.. 

2N - . n: 
1 . ri a • - • sin-k 'i'k . -2 '!'k • (24) · 

Die Koeffizienten ak bestimmen · die jeweilige Amplitude der K 
Stöße. 

• 1• . -,,. . ;. •• 
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3. 3. Anwendung der Näherungsverfahren auf eine Strahlerzeile 
mit N = 48 . Elementen ·. ·. . · ,:.,. 

1. . . .... . ~. 
., .,r 

Nach ·erfolgreicher Erp~obung an Strahlerzeilen mit N = 8 und 12 

Elem··nt.~.n, . W½:r_d~:r m~ t ,_ den ~ngegeqenen Näherungsv~r:fahren Ab
st.and sve'rt~i-itingen für 'N ;;, 48 . :Elemente a_uf a er S. 2002 de:s . 

H.a.hn-1\/iei tner-rn·stituts fur . Kern,forschungs .Sektor :W.athematik, ' . ' . ' ' . ' . ' . 
Berlin-Wannse'e ,- . ·becre·chn;et •. · ... _ 

' • • • • 1 

. . 

Fig. 4 ZE:igt d_i e Hichtch~ra.kteristik_. R
0

(.'±') ( 6) a~ s . äquj,distan..; _ 
ten Strahlers. ··vr{e erwartet, liegt "a 0r erst~ Neben:zipf~l u'm -~t.:.· 

wa .13,_5. a;s .~nte:r .qem _auf; . 1 1 0 normierten ·Hauptmaximu111:. 

Für ; ·er~chie;d,~n·e. 'vv~rte des; .die ·A~pi{t~de der Sipusk.urve (2:0.) . 

. best'i~eiid.~ri Pa~am~i~;s 'a wurden di·~· 'zugehörigen . We;~teserien . 
. . , ·,: ·: · •· . -. ' ,· . . ._.. . . . . ' . . · , • ;- . . ·. . . 

en · gemäß ' (21) berechnet. Da der Güitigkeitsbereich der ·verwen-

. deten ~-rigonometri.schen Näp.erungen mit_. den -teilwe.ise v'erhäl t-·" · 

nismäßig großen V/ert~:ra . . -~n· ., hei . v1;ei teni üb erschr.i tt ~n ist, kann . 
nicht erwartet werden, daß die Auswertung qer exakten Formel 
(15) fur die Richtcharakteristik. m·i t · den . einmal errechneten 

We.rten en den vorg_egebenep, ;Kurvenverlauf genau .wiedergibt. 
Daher muß aus den Richtdiagrammen 

_ ( ) 1 ~L. [( n · "\ ] ( ) R '!' = 24 • . L...-/ · C01? 2 +. en) • 'f 15 -,1 
. n=1 1 3,5.... · 

fur die verschiedenen Serien der relativen Vcrschiebungen •e; 

dasjenige . ausgesucht - werden Y das den ausgeglichensten Verl;auf 

im Bereich der Nebenzipfel aufweist·/· Es . ist dies ,das D:i.airamm; 

für a = 2,0, d.h. fur eine Sinusamplitude von a/N = 0,0417, 
die in Fig. 5 strichlic~t e:tngetragen ist'~ Mit Ausn·ahme· ·de·s 

zweiten Nebenzipfels liegt die Kurve annähernd im vorge.:.. 

schriebenen Bereich. 

· Der zweite Nebenzipf ei '1:iegt ·: mi t · 1 i~.·J:: dB · um · -1 0 ,·2 :dB höher 
. ,. - '·,j ' ·.• . 

als der vorgegebene Maximalwert der Sinuskurve, dem eine .Absen-

kung von 27, 6 dB gegenüber dem Ha.uptmaJ_d.mum~· ·entspricht. Zur 

Verminderung .dieses Nebenzipfels - möglichst auf Kosten der 
Nebenzipfel, .die die vorgeschriebene Maximalamplitude noch 
nicht erreichen - ;oll das Impulsverfabren von . :HARIUNGT0N 

herangezogen werden. 
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rm·-Mä:x:i.mum des zweiten Nebenzipfels -bei '!'
1 

= :i6,o 0 wird ein Im

puls mit a 1 ·= 0,00360 angebracht; d~mit v~r~infacht sich die · 
Summe: ·(24) zu 

wobei ·statt · ·e:n /\E:ri ·geschrieben wurde, · weil diese :~rößen 21.12.i ~1.Y_o . 
Korrekturen 'der relativen Verschiebungen. (21) des Integralver

·fa~r_e.ns_· sfnd ) 1 „ Die Stärke des ·Impuls.es muß durch systemat:Lsche 

Vei~uche, d~h; Einsetzen-der resulti~renden Werte vo~ E in (15.1), n 
und Interpolation ermittelt W( rden • . 

Das Erg~bnis der Körrektur·zeigt Fig. 6: der zwqite Nebenzipfel 

ist auf . 21 ,0 dB abgesunken, · während der erste und dritte an-. . . . 

stiegen,: letzterer annähernd auf den Betrag des zweiten, so daß 

hier die Grenze der Verminderüng mit Hilfe nur eines Impulses er-

rei_cht i .st, Bei V~rwendung von zwei entgegengesetzt gerichte-

ten Impulsen '. zur gleichzei tig~n. _Verminderung des zweiten und · 

. dritten : Neb~n~ipfels .lie,ße sich' d~r. v~;l~uf der Richtch~rakte-• 

ristik noch weiter ausgleiphen und in den . vorgesdhri'ebenen Be-. ~ . . 

rei~h zwängen, Jedoch wUrde von dieser Möglichkeit kein wei-

terer Gebrauch gemacht, da einers~its .der zusätzliche Aufwand 

an Rechenzeit erheblich 

Nebenzipfel auf 21 rrn 
ist, 1?-nd zu1:1 f!.nde;ren _eine Absenkung der 

unter das Hauptmaximum für die vorge~ 

Strahlers~zu akustischen Peilversuchen sehene Verwendung des 

ausr~i.cht. 
-r-----~-------------) . ·.. . . ·· .. 

a) Relative Verschiebungen_ · En (n = ·1, 3, ••• 4 7) nach dem 

Integralyerf~hren 
' . _______ ...;, __________ ·----------~--·---- .. ··--.--------··--·-.. -------·'--~-------~--

E . ·-o, 144 · -o,463 -0,738 ·. -1, O).}_· ---=-1.i_?.J..1__:,-_L.zj 7 -j_&9.4 -1,870 n 1 

:-1z965 -2,030 -2, 04;3 . -2 2021 -0_~-895 -1z752 -1z495 -1,225 

-0,830 -0:432 +0, 102 +0,611 +1 t 271 +12827 +2 i 539 .+2,592 

b) ~elative . Verschiebungen E · (n = i, 3, ·•~ 47) nacih de~ . : . . . . n .. . · . . . . . . . , 
Int egraJ.. ve:r.fahren mit . ~us ät -~lich~r · Impulskorrektur 

\·---------------------------.. ·--------·-.:..----·----··----.... -----·-·-:---"'"':"'.-----""!9-~---
En -0 z 089 · -0 z 302 -0, 4 84· -0, 70 5 _ __::Q_._ 89 5 -· 1 z 1~g_~52 8 

-1,690 · -1,865 ..:.~960 -2tf)48 -2,0lQ__:-1,985 .....::.J_,.807 -1,592 
_-_1 _, 2_2 __ 3 __ -_o_, 8_21 -o L~53 ___ ~9.01JL __ +j_,_06_:!__t_L 718 +2, 539 +2, 70i 



16 ..;. 

. Für die 'äquidista~te StrahlerzeilC . hat das Hauptmaximum dar : Richt

charakte_rist:i.k R~('±') n~ch Fig._ 4 :·e·ine Halbwe;::-:tsbr~ite von . 

'YH = .± 3, 30° bzw. tY-H = .± 15 ~ 56°, _ i~ gut e r ' Üb:r.einetimmurig m~ t der 

N_äherungs:formel (9), ._ ~i'e ,YH = ·+ 3, 32° . lief ert~ Die Absenkung 

der Nebenmaxima, sowohl nach dem Iniegralvcrf~hr~n als auci nach 

der anschlf'~ ~enden I~pulskorrektur -(F'ig" 5 und Fig. 6), ließ die · 
\ . - -: . ·, - .= . ·, _ - . - . - . . · _ ·'· ; :, · .. · ' . 0 

. Halbwert sbrei t e 'r_iur · unwesent lieh, n,ämlich au'f ' '!'H: = +. 3, 36 :_ 1:i zw ~ .. ,· 

15H = .±. 15, 70°, :steigen; · während stattde ssen -die · ursprünglich nie~ . 

· ·arigen Nebenzipfel • im B'ereich ~ ~- n/2 -.-• • n (der· Fig. 4) anwuch-

.sen. 

Bei Vorgabe der zulässigen Halbwertsbrei te "'H eiries · Strahlers ist 

also durch die Näherungsformel 

"' = + ~ 78 
[rad•]· ·H - N ·· ( 9) 

die Zahl N der erforderlichen Elemente festgelegt . Erfahrungsge- · 

mäß läßt sie~ das ~iveau der Nebenzipiel da~n· e~w~ ~~f di~ ~öhe 

des N~benzipfels bei '!' = n/2 absenk.en ~ die näherungsweise 2/N ·, : 
, l ' , • , • • • ; 

beträgt, und , einer Nebenkeulendämpfung __ von 

. . . . / 
DN =· 20.lg(N; 2) 

entspricht. 

In Fig~ 7 sind die 'Abstandsverteilungen 

l = ( n/2 + e: ) · • d --n n · 
.... (.1·4} . 

mit d = A/4 = 21,25 mm (g~mäß einer Betriebsfrequenz von: 

f = 4000 Hz ·.in Luft mit c = 340 m/sec) fur a) die äq.~idist1;ln
t'e . Zeile, _. b) die nach . dem I:ht egra lv-erfahren ·b erechnet·e un~ 

· ._ schließlich c) _die zusätzlich nach _dem Impulsverfahren ko.rri- ., 
gierte . Zeile . darg~stell t. D~s. V·c.rhn :j~en·· der Werte . .E zeigt sich ·1 

. - . . . .. - - . . . - . n 
-.-noch deutl~ch~r in: ihrer Darstellung über dem laufen.den Index n 

von 1 bis (N - 1) -· in F.igo ·s: sie ~rreichen ihren negativen ·:aö~hst-:-

··wert be.i etwa N/2 und gehen bei etv;a 3N/4 durch N1-l:ll, um dann 

stärker positiv anzusteigen. Dieses Verhalten zeigt sich auch 
' ' ' .. . 

bei v-ergleichbaren Zeilen mit N = 8 . und . :12 Elemente~,, · .. - ........ .. . 
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4. Ausführung •.einer Strahler_zeile mit N=12 Elementen und Aufnah

me :ihrer Richtcharakteristik 

4 .1 •.. Ausführung der Strahlerzeile • I 

· rm Institut für Technische Akustik ist versuchsweise eine kleine 

Stfahlarzeile rhit nur i2 Elemente~, die . nach den angege~enen Ver

fahren berechnet wurde [s J ,° ip· Form · eines . Härtpap_ier;ohres mit 12 

klein•en; ··gleich starken Bohrunge:n realisi~r~ · worden. Ein . Druck"'.'" . 

kammers_ystem . (Isophon DK-2T) .regt über ein .Anpa_s~ungs_stück' .eine 

ebene; im Rohr fortschreitende Welle an, die · am Rohrende v~n 

einem ; Keil aus Steinwolle ,reflexi.onsfrei absorbiert wird ... 
' . . 

Aus jeder der 12 Boh~ungen so·11 der gleiche Schallfuß ~ = SB•::_ 

treten. Diese bedeuten jedoch einen Nebenschluß für den akusti-. . 

sehen i widerstand, den d.ie im Rohr· fortschreitende Welle vorfin

det; daher muß ihr akustischer Widerstand groß gegen den-des 
Rohres sein. Aus dieser Fbtderung ergibt sich der maxima~ zu

lässige .Quers'chrii tt der .. Bohrungen. 
' ·2 ' 

Für das. Rohr mit demz Querschnitt .. SR = (rc/4) • di ist 
p p•C . ] 

~~kR .· = ::: • SR = SR = SR ~cm~• sec • 

Die N: Bohrungen Ylerden . als Resonatorhäls
1
e aufgefaßt J ihre wirk

liche : Länge 1() ist gle_ich der Wandstärke des Rohres, ihr Durch;.. 

messer sei a. Dann ist ihr akustischer Wid~rstand 

·p • l g 
~ - k_ = N•j •w Lak. = N•j •w •- [-..----] --:s SB . . cm4 • sec 

. 
häl tnis 

z.akB 
r- = 

_akR 

W•p•l 
N• S . 

B 

l SR 1
0 

+ 1 , 6 • a 
= Nw ., C • s-; = N • w • C 

d~ 
l. 

-z · 
a 

soll klein gegen 1 sein. Andere~seits ist man bei Peilversuchen 

ari möglichst großen Austrittsöffnungen filr den Schallfuß inter

essiert. Als Kompromiss zwischen diesen beiden · Forde1::ung~n wur- · 

den hier Bohrungen mit a = 2 mm gewählt, die im reflexionsar

men Raum gute Resultate liefern. Mit den Rohrabmessungen 

d. = ;38 mm, 1
0 

= 1 mm entspricht ihn'en ein Verhältnis 
J. ' . . 

" - n 
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4.2. Messung der Richtcharakteristik 

Den Versuchsau.fbau zur Me.;ssung de·r Richtcharakte:r:-istik zeigt 
Fig. 9. Das Druckkammersystem wird von einem'Sinusgenerator er
regt. ü:be~ Terzi'il ter · und .. i!erstärker gelangt die Mikropho_nspan- ' 
nung.aµi' ~~n Pegelschre~ber„ Der Strahler ist auf einem kieinen 
motorgetriebenen Drehtisch befestigt/ Für verschiedene Frequen-. . ' . 

' ' 

ze1;1 empfiehlt es sich,_ die Pegeldi,.agramme mit gleichem Papier.;. 
:v:orschub.,. und gleicher Motordrehzahl zu schreiben; dann haben sie 
glefche Länge, und können bequem untereinander verglichen·wer- 1 

den.· 

Die Mess~g~n vrurden im reflexionsarmen RaUL1 des lnstituts au.ich
gei'Ührt~ Die Meßergebnisse. ze.igen nach Umrechnung der Winkel. 7h 

in '1' gemäß 

.'1' = koq~(cos a,...: '1) . ·(2) 

sehr gute Übereinstimmung mit der errecru,ieten Rich~ohttrakteri-
stik { s]. 

/, 

·, 
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Fig. : 1 Strahlerzeile mit 
. Elementen in äqui
distantem Abstand 

Fig. 2 Strahlerzeile mit 
Elementen in un-. 
gleichen Abständen 

\ . 

a) gerade Anzahl N von Elementen 

Fig. 1 5 

b) ungerade Anzahl · N von Elementen 

Symmetrische Strahlerzeile mit Elementen in ungleichen 
Abständen 
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